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OSSZEFUTO EGYENESEK, KOLLINEARIS PONTOK,
AVAGY: CEVA, MENELAOSZ ES ...

Ahogy Ceva tétele eloszor bekoszon:

Amikor a teriiletekkel bibeldédiink hatodikban és hetedikben, mar izgalmas lehet az a
jaték, amit eljatszhatunk az ABC haromszog Osszefutd Ceva-szakaszaival. Tapasztalatom
szerint, bar tud mindent egy hatodikos is ahhoz, hogy legalébb a ,belsé pontos Ceva-tételt”
beldssa, mégis igazibol ez a jaték csak késdbb érik be. Ha szorakozunk is a teriiletekkel
hatodikban-hetedikben, a cél csak az el6készités, az Osszefiiggés ismerete, a bizonyitas
szépsége, hogy annal nagyobb legyen majd a boldogsdg, amikor az Osszefutd egyenesek
talalkozasi pontja kiszabadul a haromszdgbdl és egy sokkal altalanosabb alkalmazashoz vezet.
Az elsd 1épés az én felfogdsomban az alabbi alapeset:

1. feladat:

Bizonyitsuk be, hogy ha az ABC hdromszégben az AA1, BB1, CCi1 egyenesek, (az ugy nevezett
Ceva-szakaszok) egy pontban metszik egymdast, akkor a hdromszog oldalain keletkezd
szakaszokra igaz, hogy

AG BA CB_ , -
QB A}C a A—l. Ez Ceva tétele.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy barmely haromszégben

AC T

—= —==, ugyanis AC1Cx és C1BCx
CB T, g :
C csticsbol induld magassaga ugyanaz. Ezt felhasznalva:

AGBACB_T T, T _
CGBACBA T, T, Ty

Azaz elegendd belatni, hogy |1 |3 |5 = |2 |4 |6'

T2

1 lenne a bizonyitando.

Tekintsiik az AA1 Ceva szakaszt el0szor a B, majd a C
csuccsal! Majd vegyiik a BB1 Ceva-szakaszt el0szor a C,
majd az A csuccsal! Végiil pedig a CCy Ceva-szakaszt
eldszor az A, majd a B csuccsal!

AS. T+ T+T;

SAT T T,

BS. T+1,_T+T,

SBT T T

SCQS . -E__I'_;-IE’ —-I;’__I'_:I_A' Az egyenldségek megfeleld oldalait Osszeszorozva,

megkapjuk a bizonyitandot: |k lzls=11, 1.
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A Ceva-tétel megforditasdnak bizonyitasa a dolgozat késobbi részében is olvashatd, itt

csak annyit érdemes talan megemliteni, hogy indirekt stratégiaval hamar célhoz lehet érni.
A témahoz kapcsolodo feladatok egy darabig nem is kivannak tobbet, mint a belsé pontos
Ceva-tétel. A sulypont, 1étezése, a belsd szdgfelezok egy ponton vald athaladasa, a Nagel-
pont és Gergonne-pont 1étezése, a kerliletfelezd egyenesek egy ponton vald athaladasa, sét a
Lemoine-pont is és még sok egyéb, a fenti komplikaciomentes esettel vizsgalhato, a
szakaszarany gyorsan tanulhat6, a tételnek ritmusa van, akar le is tancolhato. (Mellesleg a
folyoson, kdlapokra rajzolt nagy Ceva-hdromszoggel a gyerekekkel le is ugraltuk, és igen
hamar tanulhat6 volt a ,,csticstol metszéspontig-metszésponttdl csucsig........ ” eljaras.

Ez mind gyonyori,, de hamar megbukik a mutatvany, ha szembejon példanak okaért
egy ,,Andras Szilard-feladat”, ahol mar annak az igazsagat is jo lenne latni, hogy valdjaban
nem kell megkdvetelniink a Ceva-szakaszoktol, hogy csakis belsé pontban messék a
haromszog oldalait. Azaz az sszefutasi pont lehet a haromszogon kiviil is. Igy kitarul a
probléma az Osszefutd egyenesekre, és bar levezetheté, mégsem csabitd, hogy teriiletekkel
bizonyitsuk be. (Kiprobaltam; megfogadtam, hogy ,,soha tébbet....”)

Altalanosabb eszkoz utan érdemes nyulni. Elsésorban Abraham Gabor unszolasara
itottem fel Reiman Istvan Geometria €s hatarteriiletei cimii kdnyvét, ahol ezt az altalanosabb
eszkozt emberbarat targyalasban lehet megtalélni.

Ez az eszkoz lesz az 0sztoviszony.

Az osztoviszony

Ha rogzitjiik egy egyenes harom pontjat, A, B, S, ahol S#B, akkor az AB egyenes

barmely B-t6l kiilonb6z6 pontjanak a helyzetét
c

egyértelmiien megadhatjuk az Séé arannyal. Ezt az = e~ - o
aranyt osztoviszonynak nevezzik ¢s (ABS) —sel jeloljik. 1. dbra

Az osztoviszony pozitiv, ha Ales SE egyiranyuak, azaz, ha S az AB szakaszon beliil van,

¢s az (ABS) osztoviszony negativ, ha At¢ SE & o o
ellentétes iranytiak, azaz ha S az AB szakaszon kiviil
van. 2. 4dbra

Ha S=A, akkor (ABS)=0, mivel az S=B esetben az osztdviszonyt nem értelmezziik, ezért az
(ABS) sosem lesz -1.

Legyen O az AB egyenes kiviil fekvd vonatkoztatasi t S ;
pont. Tudjuk, hogy (ABS):%. OA=a: OB=b: OS=s.
Ekkor S eldallithato ad és b linearis kombinacidjaval. °
SESZE% :% : 3. dbra

= ls—la=pb—16 = (up=tbia = s= iﬁ@



fgy ez nem mas, mint egy kéttagn stlyozott szamtani kozép. B pont siilya n, A pont
sulya pedig A. A sulyozott szdmtani kozép szétbonthaté gy, hogy a kivant linedris

_HoHa_ po A
AU k+ub+K+u§

kombinacio jol lathato legyen. S

A
A+

egylitthatok osszege 1.

Legyen =L . Ekkor §=O@.+(l—0tb . Ez olyan linearis kombinacid, amelyben az

Altaldnositva: Stilyozott pontrendszernek neveziink egy A, Ay, ... A, ponthalmazt, ha
pontjaihoz rendre a Ly, L, ... U, stlyokat rendeljiik gy, hogy a sulyok dsszege ne legyen 0.

A sulyozott pontrendszer stlypontjanak azt az S pontot nevezziik, amelynek helyvektora

oMl HbB R,

. Ezeket a sulyokat, amelyekkel a ponthalmaz pontjait, mas

néven az alappontokat stlyoznunk kell, ha azt akarjuk, hogy stlypontjuk az adott S pont
legyen, baricentrikus (sulyponti) koordindtaknak nevezzik. Az egyes baricentrikus
koordinataknak nincs kozvetlen jelentésiik, a pont helyzetét viszonyuk hatdrozza meg. Az
ilyen tulajdonsaga koordinatakat viszonykoordinatdiknak mondjuk.

Belathato, hogy a sulypont helyzete nem fiigg az O valasztasatol.

A sulypont szerkesztésére, illetve elhelyezkedésére jol hasznalhaté az gy nevezett :

Sulypontszerkesztési tétel:

Ha egy sulyozott pontrendszert két, kozos pont nélkiili ponthalmazra vagunk szét, és az egyik

sulypontja S1, valamint a benne lévé pontok sulyainak 6sszege ', a madsik rész sulypontja Sz
és az ebben 1évo pontok sulyainak osszege u’’, akkor a teljes pontrendszer S sulypontja az
S1S2 egyenesen van és (S1S28)=u"/u’ .

A sik barmely pontjanak baricentrikus koordinatakkal valo jellemzéséhez elegendo felvenni a
sikon harom, nem kollienaris pontot. Ezek az alaphdromszog cstcsai. Igy a sik minden
pontjanak vannak baricentrikus koordinatai.

A harom pontbdl all6 sulyozott pontrendszer sulypontja - és Ceva tétele

Legyen ABC egy tetsz6leges haromszog és S a hdromszog a sikjanak olyan pontja, mely
egyik oldalegyenesen sincs rajta. Ebben az esetben a csucsokhoz

hozzarendelhet6k olyan sulyok, hogy az S pont a kérdéses stlyozott T\ S

pontrendszer stlypontja lesz. '\ > .

Ugyanis: Ha A, B, C, S helyvektorai rendre 8,1,G S , akkor mivel ..Il v S~

S—a és _S—b nem parhuzamos vektorok, ezért az S—C I"‘a /

A \

eldallithato ezek lineéaris kombinéciojaként.

s—c=ofs—a)+Is—b)



s—Cc=0s—ca-+3—b — (o+p—1p=ca+Hb-c -

g 0a+b—C
T ool

( A nevezod nem lehet 0, hiszen B nem lehet 1-a, mert az azt

jelentené, hogy A, B, C egy egyenesen lennének.
Hiszen S—C=08—ca-+Hl—ap—1—op —
ola—b)=Cc—b Ienne, ami nem igaz. )

Az s eléallitasdban igy a, P, (-1) sulyok szerepelnek. Tudunk valasztani olyan A, p, v

Aa+b+ve
AUV

eldallitas

silyokat, hogy a Aipiv=a:P:(—1) teljesil. Ezzel az S=

némiképp altalanosabb, szimmetrikusabb, szebb.

Valamint fontos észrevenni, hogy a stlypontszerkesztési tétel értelmében S ugy is

eldallithatd, hogy vessziik az AB egyenesnek azt a Ci pontjat, amelyre (ABC1) =K igy a

"

C1C szakaszt aranyban oszto pont lesz az S. A CS egyenes tehat olyan C1 pontban

\Y
AL

metszi a C-vel szemkozti oldalegyenest, amelyre (ABCy) = % Ugyanilyen gondolattal, a BS

egyenes olyan By pontban metszi a B-vel szemkozti oldalegyenest, amelyre (CAB:1) :%, AS

pedig a BC oldalegyenest olyan Al-ben, amelyre (BCAl):%L' fgy arra az eredményre

jutunk, hogy (ABC1)(BCA1)(CABl)=7L El %—1 Azaz AG BA CB =].

CB AC BA

Vagyis ha az ABC hdromszég AB, BC, CA oldalegyenesein C1, A1, B1 olyan pontok,

hogy az AAi1, BBi1, CC: egyenesek egy pontban (S) metszik egymadst, akkor
(ABCy1)(BCAL)(CAB1)=1. Ez Ceva tétele. g

A1

B1

B1




Bizonyitads:

Legyen ABC haromszdg a baricentrikus koordinatarendszer alapharomszdge €s legyenek a, 3,

vy az S pont baricentrikus koordinatai. Ekkor (ABCl):g, (BCAl)ZX, (CAB1)= % Ezek

B

szorzata valoban 1.

Ceva tételének megforditasa: Ha Ci, A1, Bi az ABC haromszog AB, BC, CA

oldalegyeneseinek olyan pontjai, melyekre igaz, hogy (ABC1)(BCA1)(CAB1)=1, akkor az AAs,
BB1, CC1 egyenesek vagy egy ponton mennek at, vagy parhuzamosak.

Ennek bizonyitasara elegend6 megmutatnunk, hogy ha az AA1, BB1, CC1 egyenesek
koziil ketté metszi egymast, akkor a harmadik is atmegy ezek metszéspontjan, amennyiben
teljestil, hogy (ABC1)(BCA1)(CAB1)=1. Valogassuk le az eseteket!

1. eset:

Ha példaul AA1 és BB1 metszéspontja S, és feltessziik, hogy CS egyenes nem metszi AB-t,
azaz CS parhuzamos AB-vel, akkor vagy B1 vagy A1 az ABC

haromsz6gon kivil helyezkedik el. Vegyiik azt az esetet, hogy

B a kiilsé pont. Ekkor A1 belsé pontja a BC oldalnak, B: az

AC oldalegyenes C-n tali pontja Gigy, hogy S belsé pontja a c s
BB: szakasznak. fgy CSB: hiromszog hasonld6 ABB;
haromszoghoz. Ezért g—gzg Tovabbad ABA1 haromszog
CS_CA A 8
hasonldo CSA1 hdromszoghoz és ezért ——=—=—H—+=. E két
s AB AB
egyenléséget OSszevetve g—%:é—g , azaz (ACB,) = (C—ljé@) lenne. Mivel (ACB:)

negativ, ugyanis AB1 és B1C ellentétes iranyuak, tovabba (CBA1) pedig pozitiv, ugyanis CA1
és Ai1B azonos iranyuak, ezért figyelembe véve az eldjeleket is, elmondhatd, hogy
(ACB1)(CBA1)= - 1. Vagyis ha az alapharomszogben két oldalhoz tartozd osztoviszony
szorzata -1 —gyel egyenld, akkor a Ceva transzverzalisok metszéspontja

a harmadik oldallal szemkozti csucson athaladd, a harmadik oldallal \ /_/

parhuzamos

egyenesen van. [\

2. eset: / / /
/ // \. //
Fontos latni, hogy lehetséges olyan eset, amikor a harom Ceva-szakasz /~ / \/

7 s A
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parhuzamos egymassal és az osztoviszony-Szorzat 1-gyel egyenlé. A parhuzamos szelok
tételét €s a hasonlosagokat alkalmazva lathato, hogy az osztoviszony-Szorzat valoban 1 lesz.

3. eset:

Mar csak azt kell latni, hogy ha MQBB=S, akkor CC; sziikségszertiien athalad ezen az S
ponton, azaz a Ceva-szakaszok egy ponton mennek at. Indirekt &

uton ez hamar belathaté. Tegyiik fel ugyanis, hogy 1étezik S1, mely
kiilonbozik S-t61 és BB NCG=S,. Ekkor létezik C*, hogy CC*
atmegy S-en, igy teljesiil az AA1, BB1 és CC* szakaszokra, hogy
egy ponton mennek at.  (S). Ezzel igaz, hogy

(ABC*)(BCA:1)(CAB1)=1.  Vagyis é«%%fz(éf\:l Az

indirekt feltevés szerint azonban (ABC1)(BCA1)(CAB:)=1 azaz é%i’% (é%\:l'
AC AG

—~= —-~, ami azonban azt jelenti, ho =(,, tehat
CB CB : gy C=G, tehd

Sl =S, igy, ha az osztéviszonyok szorzata 1, akkor a harom Ceva-transzverzalis csakis egy

Ebbdl az kdvetkezne, hogy

ponton halad at és ez a pont. S.

A kollinearitas kérdése - Menelaosz tétele
A két tételt, Ceva és Menelaosz tételét altalaban egyiitt szoktuk tanitani, mert jellegiik nagyon
hasonld. Mindkét tétel osztdviszony-szorzattal ragadhaté meg, csak mig Ceva tételét az egy
ponton vald athaladds bizonyitasakor, addig Menelaoszét a kollinearitas bizonyitasakor
hasznaljuk.
Ahogy Menelaosz bekoszon:
Menelaosz tétele eredetileg (altalanos iskolaban, vagy kilencedikben) nem osztdviszonnyal
kbszon be, hanem hasonldsaggal és olyan metszd egyenessel, amely a haromszog két oldalat
belsd pontban, egyet pedig kiils§ pontban metsz. Akar a Ceva, akdr a Menelaosz tétel
,bek0szond” formait €és bizonyitasait jonak és hasznosnak tartom, mert a kiterjesztés, az
altalanosabb forma jobban is értékelhetd és jobban is megjegyezhetd, konnyebben
alkalmazhat6 ezek utan.
A bekdszond Menelaosz-tételnél irdnyitott szakaszokrol beszéliink, aminek ebben a
pillanatban a gyerek sok értelmét nem latja, de elfogadja, plane, hogy a tétel bizonyitadsanal az

eldjeltdl szabadul meg a legkdnnyebben.



Messe egy egyenes az ABC haromszég BC, CA oldalait a csucsoktol kiilonbozé A1, B
pontban, az AB oldalegyenest pedig C1 pontban. Ekkor a keletkezé eldjeles szakaszokra igaz:

AG BA CB_
ClB AC BA —1. Ez Menelaosz tétele.

Bizonyitas:

A negativ eldjel kdnnyen lathatd, hiszen a szerepld eldjeles szakaszok kozott csakis egy lesz
negativ: C1B. Jo lenne hasonl6 haromszogeket talalni a szakaszaranyokhoz, de alaphelyzetben
egy sincs. Ha nincs, hat ,,csinaljunk™! Stratégia: Huzzunk AC oldallal parhuzamost a B
csucson keresztiil! Igy keletkezik a D metszéspont. Ekkor mar két-két hasonlé haromszoget is
talalunk.
AC1B1A~BC1Da, valamint BDAA~CB1Da.
AG_AB.
CB™BD

BA_BD
AC CB’
AG BA CB_AB BDCB_
CB ACBA BDCB BA™

Ezzel Menelaosz tételét belattuk. Valdjaban a tétel ennél

valamint

!

sokkal tobbre képes, hiszen a megforditasa is igaz, valamint nem kell a hasonlésaggal sem
sokat bibelddni, ha a metszd egyenes csupan az oldalegyeneseket metszi. Ekkor Menelaosz
metsz6 egyenesére a haromszog csucsaibol merdlegeseket bocsatva, a keletkezd

haromszdgmagassag-szakaszokra tudunk valtani.

c

_AG_h, BA_h, CB_h
" CB hs AC h" BA h

\\

 AGBACB_h, hy h _ o
Igy ClB ALC A h3 EE =1 Az elgjelet ismét %

C1B szakasz adja meg.

A ,,bekdszonés” utan adodnak olyan feladatok, ahol pontosan a kollinearitas bizonyitasa lenne
a feladat, azaz sziikségessé valik a Menelaosz-tétel megforditasanak bizonyitasa, valamint a
Ceva-rokonsag miatt az osztoviszony felhasznallasa. Célszerl a tételt sziikséges ¢€s elegendd
formaban kimondani és a bizonyitasokat mar az osztoviszony alkalmazaséaval elvégezni.
Menelaosz tétele:

Az ABC hdaromszog AB, BC, CA oldalegyeneseinek a csiicsoktol kiilonbozé Cq, A1, By pontjai,
akkor és csakis akkor vannak egy egyenesen, ha (ABC1)(BCA)(CAB1)=-1.
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Huzzunk az A1B1C; egyenessel parhuzamost A-n, B-n és C-n at. Messe egy egyenes,
mely egyik haromszogoldallal sem parhuzamos, ezeket a parhuzamos egyeneseket! A
keletkezd Az, B2, Cz és D pontok mind kiillonb6ozok, mert az A1B1C1 egyenes nem
halad at egy csticson sem ¢és egyik oldalegyenessel sem parhuzamos.

A parhuzamos szel6k tétele értelmében az A2B2DC; egyenesen keletkezd
osztoviszonyok ugyanakkordk, mint a
haromszognél, a tételben szerepld
osztoviszonyok. (ABC1)=(A2B2D) : negativ;
(BCA1)=(B2C:2D) : pozitiv; (CAB1)=(C2A:2D) :

pozitiv. Igy lesz a leendd szorzat eldjele

negativ.
(ABC1)(BCA1)(CAB:) = (A2B2D)(B2C2D)(C2A2D) =
AD BD CD_ .
DB DG DA
Megforditas: Ha az ABC haromszog BC, CA, AB oldalain a csucsoktol kiilonbozo Az,
B1, C1 pontok ugy helyezkednek el, hogy (ABC1)(BCA1)(CAB1)= - 1, akkor A; By C:1 pontok

egy egyenesen vannak.

Bizonyitasa: Elészor jegyezzik meg, hogy Ai1B1 nem lehet parhuzamos AB-vel, mert akkor
(ABCy)= -1 lenne,ami lehetetlen.

Indirekt uton tegyiik fel, hogy A1, B1, C1 nem kollineéris. Ekkor 1étezik C*, amelyre mar Aj,
Bi, C* kollinedris. Ekkor igaz rajuk a Menelaosz tétel sziikségességi része, azaz

(ABC*)(BCA1)(CAB:)= - 1. igy (ABC*)=(ABC1) , ami csak akkor lehetséges, ha C*=Cj.

FELADATOK:
1. Az ABC héaromszog beirt kore az oldalakat rendre

az A1, Bi, Ci pontokban érinti. Bizonyitsuk be,
hogy az AAi:, BB1, CC: egyenesek egy pontban
metszik egymast! ( Gergonne-pont)

8 i 3
- - c1



2. Az ABC haromszdg a oldalat érint6 hozzairt
kore érintési pontja legyen az a oldalon Ai, a b

oldalegyenesen Bi1, a ¢ oldalegyenesen pedig Ci.

N Bizonyitsuk be, hogy AAi, BB1, CCy egy ponton

3.

mennek 4t!

Az ABC haromszog oldalait érintd

hozzairt korok érintési pontjait kossiik -
Ossze a haromszog szemkOzti

csucspontjaival! Bizonyitsuk be, hogy

ezek a transzverzalisok egy ponton
E6 E3

mennek at! (Nagel-pont)

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog bels6 szogfelezd egyenesei egy ponton mennek 4t!
Bizonyitsuk be, hogy a haromszog kertiletfelezd egyenesei egy ponton mennek 4t!
Bizonyitsuk be, hogy ha AAj1, BB1, CC1 Ceva-egyenesek, és mindegyiket tiikrozzik a

veliik egy csucsbdl indul6 szdgfelezdre, akkor a tiikorképek is egy pontra illeszkednek!

Igazoljuk, hogy a hdromszog harom szimedianja
egy ponton megy at! (Lemoine-pont)
(Szimedian: Ha tiikrozziik a sulyvonalakat

Az azonos csucsbol induld szogfelezore, az

igy kapott egyenesek a haromszog

szimedidnjai. Azt kell belatni, hogy ez a

harom egyenes egy ponton megy at.)

Egy ABCD trapézban AB || CD, AB > CD, legyen Maz AD oldal felezépontja,
O=A0 BL, N=MQ BC. Bizonyitsuk be,

CNP :
Ogy—B—g : M

( Simon Jozsef, Csikszereda)




9. Az ABC nem derékszdgli hadromszog kozépvonalaibol
alkotott A:B1C: haromszog oldalaira bocsassunk
merdlegeseket az ABC haromszég A, B, C csucsaibol. A
merblegesek talppontjai legyenek rendre Az, Bz, Co.
Bizonyitsuk be, hogy A1A2, B1B2, C1C2 egyenesek egy

pontban metszik egymast! ( Strohmajer )

10. Az ABC haromszogben az AM, BN ¢és CP
Osszefuto egyenesek. ( M a BC, N a CA és P i
az AB oldalon talalhat6. ) Legyen az AM és
NP metszéspontja Q. Bizonyitsuk be, hogy ha
a BQM< ¢és MQC< szogek egyenldk, akkor
AM mer6leges NP-re! . 7

(Andras Szilard, Kolozsvar)

Megjegyzés: A cimben feltiintetett ,,pont-pont-pont”-nak itt a vége. Ugy lenne rendben a cim,
hogy ,,Ceva, Menelaosz és Andras Szilard”. A Tanar Urat nincs szerencsém személyesen
ismerni, de a fenti feladatat annal ink4bb. Sokat kinlédtam vele és nem is tudtam megoldani.
Amikor a Tanar Ur megoldasat megnéztem, csak arra jéttem 14, hogy a stratégiaja sose jutott
volna eszembe, csak a hajam hullott volna ki, ha még probalkozom, masrészt e feladat
hatasara 1éptem tovabb a ,,bekdszond” Ceva-tételrdl a sokkal altalanosabb €s izgalmasabb
Ceva-tételre. Nevezziik ,,igazi Ceva-tételnek”. Mondhatnam 0gy is, hogy ez a dolgozat nem

jott volna létre, ha nincs ez a feladat, vagyis ha nincs Andras Szilard tanar ar. ©

MEGOLDASOK:

1. Az ABC haromszog beirt kore az oldalakat rendre
az A1, Bi, Ci pontokban érinti. Bizonyitsuk be,
hogy az AAi1, BBi1, CC: egyenesek egy pontban
metszik egymast! ( Gergonne-pont)

Bizonyitas: : = ]

Tudjuk, hogy a beirt kor érintési pontjai a haromszog
oldalait (s-a), (s-b), (s-¢) nagysagu szakaszokra osztja.

é%z'% g}%_z:%z:lg::ca =1 igy Ceva tételének megforditisa miatt a harom

egyenes egy ponton megy at.
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2. Az ABC haromszdg a oldalat érintd hozzdirt kore érintési pontja legyen az a oldalon
A1, a b oldalegyenesen By, a c oldalegyenesen pedig Ci. Bizonyitsuk be, hogy AA1, BB1, CCy
egy ponton mennek at! (H)

Bizonyitas:

Mivel tudjuk, hogy AC1=ABi=s, valamint adott

korhoz kiilsé pontbol huzott érintdszakaszok
A

egyenldek, ezért :
AG BACB_ s s<Cs-b_4 W

CB ACBA s—cs-b s

Igy Ceva tételének megforditisa miatt a hdrom egyenes egy ponton megy at.

3. Az ABC haromszég oldalait érinté
hozzairt korok érintési pontjait kossiik ossze a
haromszog szemkozti csucspontjaival!
Bizonyitsuk be, hogy ezek a transzverzalisok egy
ponton mennek dat! (Nagel-pont)
Bizonyitas:
A hozzairt korok érintési pontjai és az el6zo
feladatban is felhasznalt ismeret miatt
AG BA CB_s—b s— s—a -1
CB ACBA s—asbs<c

fgy Ceva tételének megforditasa miatt a hdrom egyenes egy ponton megy at.

4. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog belso szogfelezo egyenesei egy
ponton mennek dat!
Bizonyitds: Felhasznalva a szogfelezotételt :
AG BACB_bca
CBACBA abc

megforditasdnak értelmében pontosan azt jelenti, hogy a harom belsd szogfelezd egy

_1, ami a Ceva tétel

ponton megy at. Ez amligy a haromszogbe irhaté kor kozéppontja.

5. Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog keriiletfelezo

egyenesei egy ponton mennek dt!

Bizonyitas: ~ Cél belatni, hogy élé[B)g IC::AF\ 1.

Felhasznalva,  hogy keriiletfelezd egyenesekrdl van
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. S—b s— s—a
SZO: . .
s—a S—b s—

fgy Ceva tételének megforditasa miatt valoban egy ponton mennek at.

=] valéban.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha AA1, BB1, CC1 Ceva-egyenesek, és mindegyiket tiikrézziik a veliik
egy csucsbol indulo szogfelezore, akkor a tiikorképek is egy pontra illeszkednek!
Bizonyitas:

Legyen CC: tiikorképe a C-bdl induld szogfelezére
CCy. CCy: minden P pontjara igaz, hogy az a és b
oldaltol mért tavolsaganak aranya m: k . P(a;b) =m: k.
CC2 minden Q pontjara pedig az igaz, hogy az a és b

oldaltol mért tavolsaganak aranya

T R |
Q(a,b)—m.k—k.m—r—n.—k.

Legyen P ponta CCi és BB1 szakaszok metszéspontja.

Legyen P(a; b;c) =m:k:n.

1.1.1
m'k'n’
Vegyiik fel P-n keresztiil az AA1 szakaszt. AA1 barmely pontjanak a c és b oldalaktol vett

Ekkor a tiikorképek metszéspontja legyen Q és erre Q(a; b; ¢) =

tavolsaganak aranya n: k. Ha AA1 szakasz tikkorképe AAz . Mivel tiikorkép, ezért minden
pontjara igaz, hogy c és b oldalaktol vett tavolsdganak ardnya % :l_](- . Mivel Q-ra ez

teljestil, ezért Q rajta van AAz-n.

7. Igazoljuk, hogy a haromszog harom szimedianja egy ponton megy dt! (Lemoin-pont)
Megoldas:

Mivel a szimedidn a stlyvonal tiikorképe a
megfeleld belsd szogfelezdre, és a
stlyvonalakrol tudjuk, hogy egy pontban

metszik egymast, ez a stlypont, ezért az

elézdekben bebizonyitottak értelmében a

szimedianok is egy pontra illeszkednek.

Ez a pont a haromszog Lemoine-pontja.
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Egy ABCD trapézban AB || CD, AB > CD, legyen
M az AD oldal felezopontja, O=AQC BL,

N=MQ BC Bizonyitsuk be, hogy %:% !

Megoldas:
Hosszabbitsuk meg MN egyenest tigy, hogy E pontban messe az AB oldalegyenest!

Alkalmazzuk el6szor Menelaosz tételét ABC haromszogre EN metsz6 egyenessel!

o s o BE AOCN

— Innen a keresett

N
M | EAOCNB ~ NE
CN__EAOC

WB——gE- AC adodik.

aranyra

Most alkalmazzuk Menelaosz tételét ABD

— ‘ haromszogre és EO metszd egyenesre!
Ekkor EEMBO:— . Mivel M
. . EAMDOB
felez6pont  volt, ezért %21, %g
.. 0OC . DO b OC b
valamint ——~ aranyok pedig kifejezhet6ek a-val és b-vel, —==—; -—==— szintén,
AC renyoR Py ez v OB a AO a”
, BE. b EA b ,
mert ABOs~DOC, . i =1.==-, azaz == i
A ¥  EAa E a %

NB™ BEAO (aJa &

CN_ EAOC_ b) b_b
. Az ABC nem derékszogii haromszog kézépvonalaibol alkotott A1B1C1 haromszog
oldalaira bocsassunk merdlegeseket az ABC haromszog A, B, C csucsaibol. A
merdlegesek talppontjai legyenek rendre Az, Bz, Co. Bizonyitsuk be, hogy A1A2, B1B2,
C1C> egyenesek egy pontban metszik egymadst! .

Megoldas:
Mivel A1B1Cia kdzépvonal-haromszog, ezért A1, B1, Ct !
oldalfelez6pontok az ABCa -ben. Ceva tételébol

é%z'% g%\:l, Legyenek As, Bs,

tudjuk, hogy

c1 c3

Cs az AB,C cstcsokbol bocsatott merdlegesek
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10.

talppontjai az ABCa oldalegyenesein! Igy ezek magassagvonalak, amelyekrél tudjuk,
AG BA CR =1. Mivel
GB AC BA

ABCx~B1A1Ca , ABCA~AC1B1a , CABaA~A1Ci1Ba ; ezért a megfeleld aranyok

kivalthatok: aQ . ClAY . ABZ —

1. Most mar csak az A1B1Cia kozépvonal-

CGA AB BG

haromszdgre koncentralva, ebben a haromszégben az eldbb felirt szorzat (a méasodik

hogy egy ponton mennek at, igy Ceva tétele miatt :

két tényezo felcserélése utan) pontosan azt jelenti, hogy
(B1A1C2)(A1C1B2)(C1B1A2)=1, ami Ceva tételéneck megforditasa értelmében azt
jelenti, hogy CiC», A1A2, B1B:2 egyenesek egy pontban metszik egymast.

Az ABC haromszégben az AM, BN és CP osszefuto egyenesek. (M a BC, N a CA és P
az AB oldalon talalhato. ) Legyen az AM és NP metszéspontja Q. Bizonyitsuk be, hogy
haa BOM< és MQOC< szogek egyenlok, akkor AM merdleges NP-rel

(Andras Szilard, Kolozsvar)

Megoldas: HUzzunk PN-nel parhuzamos
egyenest az A csucson keresztil! Mivel
BQM< ¢és MQC< szogek lesznek fontosak,
ezért figyeljiink a Q pontra! Messe a frissen
felvett PN-nel parhuzamos egyenest BQ

egyenese az S, CQ egyenese pedig az R

pontban!
Ha be tudnank latni, hogy RA ugyanakkora, mint AS, akkor készen lennénk.

Kihasznalva a parhuzamossagot; hasonl6o haromszdgeket vehetiink észre.

AS_c RA b
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NP
RA_ONNc_oNbBP,

fgy
AS PO & C NCc-PQ
BP
Masrészt:  APNA-et és AM, BN, CP, O-ban 0sszefuto egyeneseket tekintve a
,.kiils6 pontos” Ceva-tétel értelmében: éﬁ gg Ei 1.
b NQPB_
Azaz: =]
CNQP ¢
RA

igy KSZ] Mivel igy A felezi RS-t, valamint a feladat értelmében QA szogfelezd,

ezért QAJ_RS —> AMLPN . Ez volt bizonyitando.

Felhasznalt irodalom: Reiman Istvan: Geometria és hatarteriiletei
Hajos Gyorgy: Geometria

Dr. Katz Sandor: Pontok, vonalak, aranyok a haromszogben

Lanyi Vera

Pécs, 2014-08-14
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